LES INTEGRALES

1-LES FONCTIONS PRIMITIVES D’'UNE FONCTION
1-1-FONCTION PRIMITIVE SUR UN INTERVALLE
1-1-1-DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervalle |, on appelle fonction primitive de f sur |, toute
fonction F dérivable sur |, tel que sa dérivée estf: Vx € T F'(z) = f(z)

1-1-2-EXEMPLE

1
Soit f(x)=x +1 , une primitive de fest F(z) = 53:2 +x—4

1-1-3-PROPRIETE
Soit f une fonction définie sur un intervalle |, F sa primitive sur I. les fonctions primitives de f
sur | sont les fonctions G définies sur | par : G(z) = F(z) + k ou k est un réel

EXEMPLE

1
Soit f(z) =x+1,saprimitive F(z)= 5 2> + x , toute primitive G de f s’écrit

G(z) :%xQ + 2+ k oukestun réel

1-1-4-PROPRIETE
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, xo un élément de | et yo un réel. Si f admet une

primitive sur |, alors il existe une primitive G unique de f sur I telle que G(z,) = y,
EXEMPLE

1
Ona G(z) = 5352 + = + k une primitive de f(z) = z + 1, déterminons G telle que

G(2)=—1dotona G(z) = %af +x—5

1-1-5-PROPRIETE

Toute fonction continue sur un intervalle | admet une fonction primitive sur |
1-2-OPERATIONS SUR LES FONCTIONS PRIMITIVES

1-2-1-PROPRIETE

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle |, k un réel. Si F et G sont les primitives
respectives de f et g sur |, alors

i- la fonction F+G est la primitive de f+g sur |

ii- la fonction kF est la primitive de kf sur |

1-2-2-EXEMPLE

Soit f(z) = 2" — 2> +2* —x +1 sa primitive est F(az):gaz -~z + =z —57 +z

2-PRIMITIVE DES FONCTIONS USUELLES
2-1-PROPRIETE
Soit f une fonction définie sur un intervalle |, et F sa primitive sur lon a :

f(x)= F(x)= I=
a acR ar + k R
T 2 R

=tk

2
.’I:" n G N xn+1 R

+ k
n+1
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LES INTEGRALES

e

i- f(z) =2sinz —5cosz +9

3-OPERATIONS ET FONCTIONS PRIMITIVES

3-1-PROPRIETE

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, u une fonction dérivable sur |, et F la

primitive de fsurl, on a

. =N R

x x

1 Wz + k 10, 400

Jz

y  reQ- 1 v 0, +od]

r+1

sin x —cosx +k R

COS T sinz + & R

1 In || + & R’

Xz

e’ e +k R

1+ tan’ tanz + & ==, 5
272

2-2-EXERCICE

Calculer les primitives de f dans les cas suivants

i- f(z) = 42° —i%—i—&a”c +12

f(x)= F(x)= I=

’U,/(.’,C) . ’LL”(iL') un+l(x) N k Df
n+1

! D

u'(z) 1 i f

uw'(z)-u' () reQ\ —1 | v (z) o Dt
r+1

u'(z) 2\Ju(x) + k D

w(z)

!/ b D
u'(az + b) L oz +5) + f
a
u'(z) In |u(z) + k D

u(z)
u'(z)-e"” e +k D
3-2-EXEMPLE
Calculons les primitives de f dans les cas suivants
2x 3x
z) =— fz) = ;
z +1 29
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3-3-EXERCICE
Calculer les primitives de f dans les cas suivants

i- f()=22" —=52° +72* —z+3 ; fla)= ——%

NEE:

i- f(r)=3sinz +2cosz ; f(z)=sin’2z = sinz(l — cos’ 7)
it f(a) = —2 L ’

flz) = ;o fla) =z
4-INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE SUR UN INTERVALLE

\/xQ—:z:+3 I 22 +1
4-1-DEFINITION

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], F sa primitive sur [a,b]. Le nombre réel
F(b) — F(a) est appelé I'intégrale de f de a vers b de f(z)dz , et on écrit

INCE [P@)] = F@) - Fla)

4-2-EXEMPLE

ZE3

Soit f(z)=12"—3z; F(z)= E—gﬁ

4-3-RESULTAT
i- si f est dérivable sur [a,b], telle que f" est continue sur [a,b], alors :

[ 1w = (1)) = 16) - f0)

b b
ii- Pour tout réel k, on a :f k-dx = [k : :v] =k(b—a)
iii- Soit f une fonction continue sur [a,b],on a :

j;a f(z)dz =0 et j;b f(z)dz = —fba f(z)dx

4-A4-RELATION DE CHASLES-LINEARITE DE L'INTEGRALE

4-4-1-PROPRIETE

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle |, a,b et c des éléments de | et k un
réel,ona:

ff da:—ffa;)dx+ff

ii- f(f()+g dx—ff dx+fgx)dx

iii- j; k- f(x)de = kj; f(x)dx

4-4-2-EXEMPLE

3
Calculons l'intégrale suivant: [ = f ‘a: — 2}dx

1
4-4-3-EXERCICE

1- On pose A = fe[% +In t]dt et B = fe[l + In %]dt ; calculer A+B
1 1

2-onpose [ = fﬁ cos’(z)dr et J = fﬁ sin®(z)dz
0 0

a- calculer I+) et I-J ; b- déduire les valeurs de | et J
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5- INTEGRALE ET ORDRE
5-1-PROPRIETE
Soient deux fonctions continues sur un intervalle |, a et b deux éléments de I.

b
i- si a<b et f >0 sur[a,b] alors f f(z)dx >0

i-si a<b et f(z)<g(x) surlab] alors fb f(z)dx < fb g(x)dz

5-2-EXERCICE

1- soient f et g deux fonctions continues sur [-1,4], telles que

—1<f(z)<3 et —2<yg(z)<1

a- trouver un encadrement de f(z) + g(x) etde 2f(x)— 3¢g(z)
4 4

b- déduire un encadrement de f (f(z)+ g(z))dx et de f (2f(x) — 3g(z))dzx
1 -1

1
2 +1

2- on considére la fonction f(z) =
1 1
a- montrer que: Vz >1 — < f(z) <=
21° 7’
2
b- déduire un encadrement de [ = f f(z)dz
1

6-LA VALEUR MOYENNE
6-1-PROPRIETE ET DEFINITION

Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux réels de |, tels que a < b ; il

1 b
— j; f(z)dz

b
existe un réel c de [a,b] tel que : f(c) = %f f(x)dx . Le nombre réel
J— a a

est appelé la valeur moyenne de f sur I'intervalle [a,b]

6-2-EXERCICE
s , e In*(z)
1- calculer I'intégrale suivant A = f —dx
1 T

In*(z) + 2

X

2- déterminer la valeur moyenne de la fonction f(z) = sur l'intervalle [1,€]

7-L'INTEGRATION PAR PARTIES
7-1-PROPRIETE
Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a,b], telles que u’ et v’ sont continues sur [a,b],

ona :j;b u'(x)- v(z)de = [u(a:) : ’U(:E)]I; — fub u(z)-v'(z)d

Cette forme est appelée intégration par parties
7-2-EXEMPLE

™
Utilisons I'intégration par partie pour calculer 'intégrale suivant : f2 z - cos(z)dx
0

7-3-EXERCICE
1-en utilisant I'intégration par parties, calculer les intégrales suivants

2 e 2 -
A:fll In(z)dx et B:J: z In(x) ,C’:fl z-e'dr

2- posons [ = fﬁ e’ - cos’ (z)dx et J = fﬁ e’ - sin®(z)dx
0 0
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a-calculer I +J et I—J
b- en déduire les valeurs de l et J
8- CALCUL DES AIRES ET DES VOLUMES
8-1- CALCUL DES AIRES
8-1-1-PROPRIETE
Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit A I'aire de la surface située entre la courbe Cs,
I’axe des abscisses et les droites d’équation x=a et x=b.
I

-

b
i- si f est positive sur [a,b], alors A = f f(z)dx - ua , ua= unité d’aire tel que ua =

a ¥
A | .
| X - la courbe de f
| P ! - I'axe des abscisses.
+ = : o
: : - |]a droite d’equation x=a.
1 | [ = A ua f - la droite d’équation x=b.
j E 5
oli a b

b
ii- si f est négative sur [a,b], alors A = —f f(z)dz - ua

1

T a b
- — o - la courbe de |
0|1 ;
4 : axe des abscisses.

Ef('yh:-l\u.a |

: - |a droite d'éguation x=a

\_ a droite d'equation x=b
!

8-1-2-PROPRIETE
Soit f une fonction continue sur [a,b]. L’aire de la surface du plan située entre la courbe C;,

b
I’axe des abscisses et les droites x=a et x=b est le nombre réel : A = f ‘f(x))d:z:.ua

8-1-3-EXEMPLE
Soit f(z) = 2° — 2z calculer l'aire limitée par C;, 'axe des abscisses et les droites

d’équation x=0 et x=3

8-1-4-PROPRIETE

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. Cs et Cg les courbes de f et g. L'aire de la
surface située entre les courbes de f et g, les droites d’équation x=a et x=b, est le nombre

réel A= f;b ‘f(ac) - g(w)‘dx.ua
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P

L
i O b
EXEMPLE

Soient f(z) = 2* —2z et g(z)=

8-2-CALCUL DES VOLUMES
8-2-1-PROPRIETE

T

- = —

L’espace est muni d’un repere orthonormé O, 1, j, k

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] , en faisant pivoter la courbe Csautour de
I’axe des abscisses , on engendre un solide de révolution, dont le volume est

b
V= f 7.f2(z)dz.uw , uv unité de volume avec uv =
a

—|| ||—

Jllk

4

Courbe

Solide de révolution engendré par cette courbe

y = f(=)

—l

b |

=

8-2-2-EXEMPLE
Soit f(z) ==z +1

EXERCICE1

1-calculer les intégrales suivantes:

r(Inxz) rdz
A= dr ., B= [%Z
= e

i
C = f(tana: + tan® z) dz
0

2-calculer les intégrales suivantes en utilisant l'intégration par partie

EXERCICE 2

T
1- a- montrer que —— =
1+=z

rz+1—

7I'

] 2z —l)cosxdr , £ = f
0

1
2 3
, F:fxezdx
0

COS 1}

1

Nz +1
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3
b- calculer I'intégrale suivante: I = f v
0o N1+
2 2
2-on considére la fonction f(z) = Lﬂ:jf)
(x+2)
i- déterminer les réels aetb tels que f(z) =a + b
(z +2)

2
ii- calculer I'intégrale suivant : J = ff(a:)dx
0

EXERCICE 3
A- Soit g la fonction définie sur ]O, —0—00[ par: g(z) =e" —In(e" —1)
1- calculer ¢'(z)

2- donner le tableau de variation de g, puis déduire que Vz € ]0, +oo[ g(z) >0

T

B- Soit f une fonction définie par: f(z) = —— In(e" — 1)

e —1
1-déterminer Ds
2- montrer que lim f(z) = —oco et lim f(z) = +o0
z—0" T4
3-montrer que Vz € D, f(z) = (“”6—1)29(33)' puis donner le tableau de variation de f
, o —
’ 1
4-a- montrer que Vz € D, f(z)=— r+Infl——
e" —1 e’
b- montrer que lim f(z) — x = 0,puis déduire I'asymptote oblique de (C¢) au voisinage de

T—+00
—+00
c- déterminer le point d'intersection de la courbe (Cs) et I'axe des abscisse
d- tracer la courbe (Cy)
5- soit o unréeltelque 0 < <In2
a- calculer la surface A(«) la partie du plan limitée par la courbe (C¢), I'axe des abscisses et

les droites d'équation z =« et £ =1In2

b- calculer lim A(«)

a—0"
EXERCICE 4
I — Soit g une fonction définie sur R par: g(z) = (z —1)e" +1
1- calculer ¢'(z) , puis donner le tableau de variation de g
2-déduireque Yz € R g(z)>0

IT — Soit f une fonction définie sur R par: f(z) = (2 — 3)e* + 4e” —1
1- calculer lim f(z) et lim f(z)
T—+00 T——00

2- étudier les branches infinies de la courbe (Cs)
3- a- montrer que f'(z) = 4e” g(x)
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b- donner le tableau de variation de f

- -

4- tracer la courbe (C¢) dans un repére orthonormé O,i,j ou

-

Jl=2cm

4

5- a- vérifier que la fonction H définie sur R par: H(z) = (z —2)e*” + 4e” est une primitive
de la fonction h définie sur R par: h(z) = (2 — 3)e*" + 4e”

b- calculer I'aire de la surface limitée par la courbe (C;) et les droites d'équations
y=—1,z2=0,z2=—In2

EXERCICE 5

Soit f une fonction définie par f(z) = [1 — l]ez
x
1- déterminer D¢, puis calculer les limites de f aux bornes de Dy
2- a- calculer f/(z)
b- donner le tableau de variation de f
3- étudier les branches infinies de la courbes (Cy)
(=D +2) .

4-a-montrerque: Vz e R f(z) = -
T

b- étudier la concavité de la courbe (Cs)
c- déterminer I'équation de la tangente a la courbe (Cs) au point d'abscisse (1)

- —

d- tracer la courbe (Cs) dans un repere orthonormé O,i,7 ot H;H =jl=1cm
. . L. * 1 1 2z
5- Soit F une fonction définie sur R* par: F(x) = 57 e
T

a- calculer F'(z)

b- calculer le volume du solide généré par la révolution autour de |'axe des abscisses de la
courbe (Cs) comprise entre x =1 et x =2

EXERCICE 6
Lo
Soit (I ) . unesuite définiepar: I = | ——— dz
n/neN n j; (1_|_x)n
1-calculer I, , I , I,

2- calculer In en fonction de n pour tout n > 3

3- en déduire la limite de In

EXERCICE 7
L1

Soit (I ) ., unesuite définie par: I = f dz

n’/ne n 0 1+$n
1-calculer I, I,
2- montrer que la suite (I ) _  estcroissante
3- montrer que la suite (/) . est majorée
4- en déduire la convergence de la suite (1 )

1
5- a- montrer que: Vzx € [0, 1] >1—2z"
1_{_‘/1;_71,
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1

b- montrerque: Vne N 1—
n+1

<I <1

c- en déduire la limite de In
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