LES FONCTIONS LOGARITHMIQUES

1-FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
1-1-DEFINITION

La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur |0, +od , telle que In(1)=0, elle est

continue strictement croissante sur |0, +oc] et admet pour dérivée la fonction: z — — .
T

(ona :<1n(x)>/ = l)

X

1-2-PROPRIETE
Considérons la fonction f(x) =1In(z) ,ona:

i- (¥(@,y) €0, 40} In(z xy) = In(z) + In(y)

ii- (V(m, y) €]0, +oo[2) In [g] = In(z) — In(y)

ii- (V2 €]0,+oc[) In

1] — —In(z)

¥z €)0,+00])(Vn € N) In(z") = nln(z) ; engénéral (¥r € Q) In(z’) = rn(x)
(v
V|—(V
vii- (V:E €0, +oo[) (Vy € R) In(z)=y<z=¢

v- (V(z,y) €]0, +OO[2> In(z)=In(y) & r=y

(
(

2,9) €0,+oc*) In(z) > In(y) & 2 >y

1-3-EXERCICE
1-Simplifier les expressions suivantes

A:ln\/g—l—ln%—an:B:1n8—|—ln\/5—|—ln16

C=m1+m§+m§+mz
3 5 7 9

SOLUTION
1 1 , 1 3
A:ln\/§+ln§—ln9:51113—1n3+1n3 :511’13—11&34—21113:51113

B:1n8+1n\/5+1n16:1n23 —l—%ln2+ln24 :3ln2+%ln2+4ln2:§ln2

C’:lné—l—ln%—klng—klng:—ln3—|—ln3—1n5—|—ln5—ln7—ln7—ln9:—21n3

2-écrire les expressions suivantes en fonction de Ina et Inb

o  a

1
A="1In CL2\/I; :B=In— —In—
3 ( ) b? b
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LES FONCTIONS LOGARITHMIQUES

SOLUTION
A= lln(agx/g) :l(lna2 —I—ln«/lj) :l 21na+llnb = zlna—l—llnb
3 3 3 2 3 6
B = ln%—ln% =Ina—1nbd* —(1n\/a_—lnb): 1na—21nb—%lna—|—lnb = %lna—lnb

3-déterminer le domaine de définition de f dans les cas suivants

1 2z —1
f@) =l + ) : f(z) = : fx) = ln[ x+1]

1—Inz

SOLUTION
1- soit f(z) =In(1+ )

D, ={zeR/1+2>0}={zeR/z>-1}= |1+

1
1-Inz
D,={zeR/2>0 et 1-Inz =0}

2-soit f(z) =

f
l-lnz=0&Inz=1 &zrx=c¢

D/:{xE]R/ x>0 et xie}z]O,e[U]@%—oo[

2z —1
z+1

2¢—1
Df:{a:e]R/ >0}

3-soit f(z) =1In

41
T 1
—00 —1 — 400
2
20 —1 - - 0 +
z+1 - 0 + +
20 —1
r+1 + - 0 +
1
Df :]—oo,—l[u —, 400
2

4-résoudre dans R les équations suivantes
In(3z) = In(z — 1)

In(z” +2—2)=1n4

In(2z —1)+In(z+1) =0

SOLUTION

1-In(3z) = In(x — 1)

D={z€R/32>0 et z—1>0}= i+
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ln(3x):1n(x—1)<:>3x:x—1<:>xz;,puisque%lgéD alors S =0
2-In(z® +7—2)=1n4
D:{xER/x2+x—2>O} ;ona A=9 et (z=1o0u z=-2)

€T —O0 -2 1 —O0

1’2+$—2 + 0 - 0 +

D= ]—oo, —2[ U ]1, +oo[

In(z? +z—-2)=hder*+r-2=4 2 +2—-6=0

Ona A=25et (=2 o0ux=-3),puisque 2€ D et —3€ D alors S={2,—3}
3-In(2z—1)+In(z+1)=0

D:{xGR/2x—l>Oetx—i—1>0}:%,—i—oo

In2zx—1)+In(z+1)=0=n@2zx—1)(z+1)=hles 22z—1)(z+1) =1

—1417 1\5]
T o r—=—m"

2P 4+2—-2=0,0na Al?et[m = 7

—1+T\/ﬁep ot A_T\/ﬁgp alors S‘%ﬁ}

Puisque

5-considérons I'équation (E) : 2X* —3X +1=0
i- résoudre dans R I'équation (E)
ii- en déduire I'ensemble des solutions de I'équation : 21n*(z) — 3In(z) +1= 0

SOLUTION
i- résolvant I'équation (E): 2X*> —3X +1=0

A=1et

X =1 ou le
2

ii- en posant X = Inz I'équation 21n*(z) — 31In(z) +1 =0 devient: 2X* —3X +1=0

. , . 1
et les solutions de cette équationsont X =1 ou X =— doncona

1
In(z) =1 ou ln(x):% S r=e ou x=¢€ :\Ilg<:> S =Ae, \j;}
6- résoudre dans R les inéquations suivantes :
a— In(x+2)—In(-3z+1)<0
b— In(3z—2)>3In2
c— In(z—1)+In(z—4) > In(z +4)
d— In’(z)—In(z)—2<0
2In(z) —3 >
1+ In(z)
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SOLUTION
a— In(z+2)—In(-3z+1)<0

1
Ona D:{a:E]R/x+2>O et —3x+1>0}: 2,3

In(z+2)—In(-3z+1)<0 & In(z+2)<In(-3z+1) & z+2<-3z+1

1

(:)x<_—1 donc S =1|-2,— -1
4 3

—00,—| =

4

-
4

N

b— In(3z—2)>3In2

OnaD:{xG]R/ 3:1:—2>O}: %,—i—oo

2

Donc S = g,—i-oo N

10 10

—,+ o0 = |—,+ 0

¢c— In(x—1)+1In(x —4) > In(z + 4)

D={reR/z-1>0 et 2-4>0 et z+4>0}=4,+00
Ona In(z—1)+In(z—4) >In(z+4)< In((z—1)(x —4)) >In(x + 4)
s @z-1)(z—-4)>@+4)e 2 —62>0

€T — 0 0 6 —O0

2 —6x + 0 - 0 +

Donc D:]4,+oo{ﬂ[6,+oo[:{6,+oo[
d — In*(z) —In(z) —2 <0
D:{:Z:E]R/x>()}:}0,+oo[

Posons X =In(z) , l'inéquation devient X —-X-2<0
A=9et (X=2o0u X=-1)donc

In(z)=2 ou In(z)=—1< z=¢ ou z=c'
T 0 e’ e’ +00
X = In(z) —00 -1 2 +o0
X' —X-2 + 0 - 0
In*(z) — In(z) — 2 + 0 - 0

Donc S 2[671 , 62]

2In(z) —3 >0
1+ In(z)

Ona Dz}O,—i—oo[; 2ln(z)—3=0< r=¢> et 1+In(x)=0& z=¢"

T 3
—1
0 e e?

—+00
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2In(z) —3 - | - 0
In(z) +1 - 0 + \
2In(z) —3
In(z)+1 * ) 0 *

3

L'inéquation a pour solution § = ]O , efl} Ule? , + oo

2-ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME
2-1-PROPRIETE

Soit f(x)=In(x)
i- domaine de définition : D, =|0, +oq|

ii- calcul des limites : lim In(z) = —c0 ; lim In(z) = +o0

z—0" T—+00
. P . In(x)
iii- étude des branches infinies: lim ——~ =0, donc (Cf) admet une asymptote
T—+00 T /

parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +o0o

1 . . .
iv- <Vm €o, +oo[) ona: (Inz)' == 0 Inestune fonction strictement croissante sur

s
0, +od]
T 0 +00
/() +
f(x)  —' +00
—O0
2
1
2 1 o 1 2 3 4 5 (5} 7 £
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2-2-LIMITES PARTICULIERES

2-2-1-PROPRIETE
i- imaznz=0 ; (Vn S N*) limz"Inz=0

z—0" z—0"
TR A TN i ) B
=1 p — 1 z—0 T
ii- Tim 2% _
T—+00 xn
2-2-2-EXERCICE
Calculer les limites suivantes :
3
i- lim 3lnz+1 ; limz—Inz ; lim (x—l)ln—x ; lim ln(x 2)
T—+00 T T—+00 T—+00 €T T——00 T
In(1 1 2
ji- llm2z+1Inz ; liml—klnx ; limM ; hmM
z—0" z—0" €T z—0 T T—2 T — 2
SOLUTION
FTR T 2011 o s PRl C) N SO SO SR S
T—+400 €T T—+00 €T €T
, . In(z)
2-  lim z—In(z)= lim z|1— ——=|=(+00)x(1 = 0) = +00
T——+00 T—+00 €T
| 1
3- lim (z+1) In(z) = lim [1 + —] In(z) = (14 0)(4+00) = +o0
T—+00 €T T—+00 €T

T——00 €x

3
. . . . z’ —2
4-  onva utiliser le changement de variable pour calculer cette limte lim ln[ ]

3 3 3
onposesz 2; lim X = lim = 2 im Z i 2

Z‘ T——00 T——00 x T——00 x T——00

T——00 €T X——+o00

3_
donc lim 1n[5” 2]: lim In(X) = +o0

5- lim 2z +1In(z) =0+ (—o0) = —o0

z—0"

1 14+ zln(z) 1

6- lim —+In(z) = lim ——— = — = 400
z—0" 2—0" €T 07L
7- pour calculer sa limite, on utilise le changement de variable en posant X = 3z
In(1 In(1+ X
Ona lim X = lim 3z = 0 donc lim M:gné g+ %) 513
T T T T —

8- pour calculer sa limite, on utilise le changement de variable en posant X = 5

ona limX = lim% — 1 donc lim 2/ _ ) W) 1, () 1o 1
prac R M p_9 XM X—1) 240 X_1 2 5
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3-DERIVEE LOGARITHMIQUE
3-1-DEFINITION

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert |, et (Vm € I) :u(z) > 0 . la fonction

/
In(u(x)) admet une dérivée, telle que : (ln(u(ac)), _ (z) sur |
u()
3-2-EXERCICES
1-calculer la dérivée de f dans les cas suivants :
flz)=2>—zlnz; f(z)= r=2 ; fl)=1In v 2
Inz z—3

SOLUTION
1- soit f(z) = 2 — zIn(x)

fl(z) = (z*) — (zIn(z)) =22 — [1 X In(z) + x x l] =2z —In(z) -1

2- soit f(x):ai_2
' / ' 1 T —2
f’(:z;):[x_2] :(x—2> xlnx—(x—Q)x(lnx> _ nes P :xlnx—:z:—|—2
Inz (ln :c)2 <1n x>2 T <1n x>2
3- soit f(x):ln[z:z]
=
N r—3 -1 Xx—?): -1
A=

2-considérons : f(z) =z —1Inzx
a- déterminer Df ; calculer les limites aux bornes de Df

b-étudier les branches infinies de f
c- étudier les variations de f

d-tracer Cf

SOLUTION
a- D, :{xeR/x>O}:]0,+oo[

lim f(z) = lim z —lnz = lim x[l—ln—x]:(—l-oo)x(l—()):-l-oo

T—+00 T—+00 T—+00 T
lim f(z) =limz —Inz = 0 — (—o00) = +00
z—0" 0"

b- étudions les branches infinies
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ona  lim 2% i 22T g ey gy
T—+00 €T T—+00 €T T—+00 €
Ona lim f(z)—z= lim(—Inz) =—o00
T—+00 T—+00

Donc la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction la droite y = x au
voisinage de +oo
c- étudions les variations de f

1 -1
fr)y=1—-== il , puisque z > 0, alors le signe de f'(z) est le signe de (z —1)
T T
L 0 1 +o0
x—1 - 0 +
Tableau de variation de f
X 0 1 400
f'(x) - 0 +
f(x) +oo \ 1 _ —» +oo
2
i g
2
1
1 8] 1 2 3 4 il 5] ¥

2
3-soit f(z) =x — % —In(z +1)
a-déterminer Df ; calculer les limites aux bornes de Df

b- étudier les branches infinies de f
c- étudier les variations de f
d- tracer Cf

SOLUTION
a- D, ={zeR/1+2>0} = |1+
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Ona: In(l1+z)= lnx—i-ln[l—i—l]
x

2
lim f(z)= lim x—x——ln(a:—i—l): lim z 1—£—ln—x—lln 1+l = +o00(—00) = —0c0
z—+00 T—+00 2 T—+00 2 xT T T
onpose X =x+1;ona lim X = lim z +1= 0" on obtient
r——17 r——17
lim In(z +1)= lim In X = —oco d'olona
r——1" X—0"
:L'2
lim f(z) = lim z — e In(z +1) = —(—o00) = +00
z——1" z——1"
b- étudions les branches infinie
lim f@) _ lim 1—§—ln(x+1): lim z l—l—llm(x—l—l) = (400) 0—1—0 = —00
T—+00 T T—+00 2 T—+00 T 2 T 2

la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction |'axe des ordonnées au voisinage
de +o0
c- étudions les variations de f
2
fa)=1-s-——==1
z+1 x+1
Puisque z° >0 et z>1,donc f'(z)>0

Tableau de variation de f

X -1 —+o0

f'(x) -

f(x) +00
 » —00
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o

4-FONCTION LOGARITHME DE BASE A
4-1-DEFINITION

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. La fonction logarithme de base a est la
In(z)

fonction notée log, , et définie sur J0, +-oc] par: log (z) = In(a)
n(a

4-2-PROPRIETE

i- log_(a) = 1;log (1) =0
1

ii—(Va: €lo, +oo[><Vy €10, +[> ona: log (zxy)=log (z)+log (y); log (—) = —log ()
T

T

log, [
Y

ifi- (Vm E]O,—I—oo[) (Vy € ]R) log (z) =y < x=a’

= log (v) —log (y) ; log (") = rlog () (Vr € @)

4-3-FONCTION LOGARITHME DECIMAL
4-3-1-DEFINITION

La fonction logarithme décimal est la fonction logarithme de base 10, on la note par log au

lieu de log10 , (Vx €0, —l—oo[) ;log(z) = _11;1((133)
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4-3-2-PROPRIETE
i- la fonction vérifie les mémes propriétés que la fonction logarithme

ii- log(10)=1 ; (Vr € Q);log(107) =r
iii- (‘v’a: €0, +oo[) (Vy € R);log(x) =y<ax=10"

4-4-EXERCICE
1- simplifier les expressions suivantes :

A = log,(8) — log,(¥/32) + log, (9) — log,(3)

15 1 4
B =log,(—) + log,(—) + log, (=
B0 + 108, () + 1og, )
C = 1log(100) — log(10**") + 10g(10120)
2-soient a et b deux réels de ]1,+oc| , montrer que : log, (a) = L
log (b)

3- résoudre dans R les équations suivantes
log(z + 3) + log(z) =1
(logz)’ +2logz —3=0

SOLUTION
1-
1 4 ,
B = log, | — |+ log, e + log, - = log, (15) — log,(4) — log, (3 )+log3(4)—log3(5)

= log, (5% 3) — 3log,(3) — log,(5) = log,(5) + log,(3) — 3log,(3) —log,(5) = —2

A =log,(8) —log, (@) +log,(9) — log,(3) = log, (23) _ élog2 (25) +log, (32) —log,(3)

4
= g +log, (3)

C = log(100) — log (10™ ] + log[ ] = log (107} - 230log(10) — log (10"

10120

= 21log(10) — 230 1log(10) — 1201og(10) = —340

2- Ona log, (a) = % et log (b) = % donc log (b) xlog, (a) =1

D'ou log (b) = !
log, (a)
3- résolvons dans R

a- déterminons D:{azeR/x+3>O et x>0}:]0,+oo[

log(z + 3) +log(z) =1 < log((m+3)x) =log(10)<2* +3x—10=0
A=49et (xz=2o0u x=-5),dou S={2} car —5¢&D
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b- déterminons D = {a: ER/x> 0}

ona (logz)’ +2logz —3=0,o0npose X =logz ,I'équation devient X* +2X —3 =0
A=16et (X=10u X =-3),dou

(logxr =1 ou logx =-3)<(x=10 ou t=10"); S={10,10"°}
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EXERCICE 1

considérons la fonction g définie par : g(z) =1 — % +Inzx
T

1-déterminer le domaine de g, et calculer les limites aux bornes de Dg

2- étudier les variations de g, et déduire le signe de g(x)
3-tracer C’g

4-soit f(z) = (1+Inz)* + %
T

a- déterminer le domaine de f, et calculer les limites aux bornes de Df

b-étudier les branches infinies de Cf

c-montrer que : (Vm € ]0, +OOD ) = 2@

T
d- donner le tableau de variation de f

e- tracer Cf
EXERCICE 2

soit g(x) :2—1+21na:
T

1-déterminer le domaine de g, et calculer les limites aux bornes de Dg
2-étudier les variations de g

3-déduire que :(Vx elo, +oo[) g(z) >0

4-soit f(r) =3 -3z +2x+1)lnz

a-déterminer Df, et calculer les limites aux bornes de Df

b- étudier les branches infinies de Cf

c- étudier les variations de f

d-étudier la concavité de Cf et déterminer la tangente de la courbe au point 7(1,0)
e—tracerCf

EXERCICE 3

soit f(z) = _
z(l—Inx)

1- déterminer Df, et calculer les limites aux bornes de Df

2-étudier les variations de f
3- tracerC’f

EXERCICE 4
f(@)=2(nz -1z =0
f(0)=0

1-calculer lim f(z); lim z(lnz)’ et lim f(z)
T—+00 z—07" z—0%

Soit

2- étudier la dérivabilité de f a droite au point 0, donner une interprétation géométrique
3-montrer que : f'(z) = (Inz —1)(Inz + 1) ; donner tableau de variation de f
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4-étudier les branches infinies de (Cs), tracer (C)

EXERCICE 5

Considérons la fonction g définie par: g(z) =22° +1—Inz
1-déterminer Dy et calculer les limites aux bornes de Dy

2-étudier les variations de g, et déduire que :(Vx € Dg) g(x) >0
3-étudier les branches infinies de g, et tracer Cg

1
4- on consideére la fonction f définie par : f(z) =2z —2 + =2

T
a- déterminer Df et calculer les limites aux bornes de Df

b- étudier les branches infinies de Cf

1
c- montrer que : f'(z) = — 9(z) , donner le tableau de variation de f

T
d-calculer f"(z) , et déterminer le point d'inflexion de C'

N | e
w

e-tracer ', f(e’)~7,3; e =45

EXERCICE 6
Considérons la fonction g définie par: g(z) =z —Inxz
1-déterminer Dy et calculer les limites aux bornes de D,

2-étudier les variations de g, et déduire que :(Vm € Dg) g(z) =0
3-étudier les branches infinies de g, et tracer Cg

x—l—lnx.

fle)=———;2=0

4- on considere la fonction f définie par : r—1Inz

f(0)=-1
a- déterminer Df et montrer que f est continue a droite au point 0

b- calculer lim f(z)

T—+00

c- montrer que f est dérivable a droite de 0, et déterminer la tangente a droite de 0
2(1—Inx)

, donner le tableau de variation de f
(x —Inx)

d- montrer que : f'(z) =
e- déterminer les points d’intersections de Cf et la droite y=1

f- montrer que Cf coupe |'axe des abscisses au point a €

1
-1
2

g-tracer Cf.Prend e~27 ,1n2~0,7,
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EXERCICE7

I -Soit g(x)=x—1—2xInz
1-calculer les limites de g en +o0
2-a-étudier les variations de g

1

b-montrer que I'équation g(x)=0 admet une solution « tel que « €]0,e 2|
c- déduire le signe de g

IT — Soit f(x)zl—l—:c—l—an:z:
T

1-calculer les limites en 0 et en 400
2-étudier les branches infinies de f en +oc0
3- étudier les variations de f

4-a-vérifier que f(z) —z = )
x
b-déduire la position relatives de C; et la droite d’équation y=x
c-vérifier que f(a) = a ettracer ¢ posons o = 0,3
IIT — Soit (u,), une suite définie par :

1

un+1 = f(un)
1- montrer par récurrence que :(Vn S N) a<u <1

2- étudier la monotonie de (un),
3-en déduire que (uy), est convergente et calculer sa limite
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