DERIVEE ET ETUDE DE FONCTION

1-RAPPEL
1-1-NOMBRE DERIVE-FONCTION DERIVEE
1-1-1-DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert |, et xo un élément de |

. . ;. ) . , BT f(x)_f(x())
i- on dit que f est dérivable en x, s’il existe un réel L tel que : lim —————=
Ty r— X
0

=1L ,le

nombre L est appelé le nombre dérivé de f en xq et noté f'(xo)
ii-On dit que f est dérivable sur I, si elle est dérivable en tout point de |, la fonction f est
appelé la fonction dérivée de f

1-1-2-PROPRIETE
Si f est dérivable en xg, alors f est continue en xq

1-1-3-PROPRIETE
Soit f une fonction dérivable en xq, I'équation de la tangente (T) de la courbe (Cs) au point

Alxo,f(xo)) est: y = f (z,)(z — x,) + f(z,)
1-1-4-EXERCICE

f(z) =1 —gx;x >1

flz) = _—1;1: <1
2x
1- déterminer Dz, étudier les limites aux bornes de Ds
2- étudier la continuité de f au point (1)
3- étudier la dérivabilité de f au point (1), déterminer les demi-tangentes au point (1)

4- étudier les variations de f, tracer (Cs)

Soit

1-2- LES OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVEES

1-2-1-PROPRIETE
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert |, et k un réel.

i- les fonctions (f+g), (f.g) et (k.f) sont dérivables sur |, eton a: (f + g)l = f' + g'
! / / ! !/
(F-9) =fg+Ffg et (kf) =kf

!/
1 _ /
ii- si (Vz = I) g(z) = 0, alors f/g et 1/g sont dérivables sur |, etona :[—] " et

[1]’ _Jlg—fd
g g

https://math.alis.asso.ma Page 1



DERIVEE ET ETUDE DE FONCTION

2-DERIVEE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

2-1-PROPRIETE
Soient f une fonction définie et dérivable sur |, et g une fonction définie et dérivable sur J, tel
que f(I)C J .lafonction go f estdérivable surl, et sa dérivée est

(90 f) (&) = ¢'(f(@)).f'(x)

2-2-RESULTAT

/

i- si f est dérivable sur |, alors (Vn € N*) (f”) (z) = n.f" ' (z)f'(z) ( composée de g(x)=x"
etdef)

f'(z)
2\ f(z)

/
ii- si f est dérivable sur l et f(z) >0 , alors ( f(x)) = (composée de g(z) = \j;

etdef

2-3-EXERCICE
Calculer la dérivée de f dans les cas suivants :

i — f(z) = cos(z® + Tz — 6)

i — f(z) =2* +7-3
z+1

z—1

iv— f(z) = «ftan(x)

3-DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

i1 — f(z) = sin

3-1-PROPRIETE
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle ouvert I.

i- si f est dérivable en xg et f’(xo) =0 ,alors f~' est dérivable en f(z,) ,etona:

Y 1

) V) = 75

ii- si f est dérivable sur |, et (Vz € I);f’(:v) =0 ,alors f~' est dérivable sur f(l) et
/ 1

vy e f(D):(F) () = ———

(Yy e fD)s(F) W) =

Démonstration
Ona f(z)=y < z=f(y) et (f’l of)(a;) =z donc

(f*1 o f)/ (r)=1% (f’l)/ (f(m))f’(x) =1 . on remplace f(x) pary et x par f*(y).
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3-2-RESULTAT
Soit f(z) = (l/; et nun entier naturel non nul. La fonction est dérivable sur ]0,4od] , et sa
1

T

dérivée est: f'(z) =

Démonstration :

3-3-PROPRIETE
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle ouvert |, et n un entier

naturel non nul, alors la fonction g(z) = ,\”/u(x) est dérivable sur |, et sa dérivée est :

u'(z)

3-4-PROPRIETE
Si f est dérivable et strictement positive sur |, alors on a :(Vr S @)

/

(F) @ =rf @@

3-5-EXERCICE

1-Calculer la dérivée de f(z) = 3’(3552 — 4x>2

2-Soit f(x) = a* + 2 —2

a- déterminer Ds et calculer les limites aux bornes de Dy
b- étudier les variations de f

3- Soit f(z) = Yo —Ya? — 2

a- déterminer Ds et calculer les limites aux bornes de Dy
b- calculer la dérivée de f

4-REPRESENTATION GRAPHIQUE

4-1-RAPPEL

4-4-1-ASYMPTOTE PARALLELE A L’AXE DES ORDONNEES
DEFINITION

Silim f(x) = +oo , alors on dit que la droite d’équation x=a est une asymptote a la courbe

Tr—a

(Cy), et elle est paralléle a I’axe des ordonnées

4-4-2- ASYMPTOTE PARALLELE A L’AXE DES ABSCISSES
DEFINITION

Si lim f(z) = a , alors on dit que la droite d’équation y=a est une asymptote a la courbe

r—t00

(Cs), et elle est paralléle a I’axe des abscisses
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4-4-3-ASYMPTOTE OBLIQUE
DEFINITION

Si lim f(z)— (ax + b) =0 ou a = 0, alors on dit que la droite y=ax+b est une asymptote

z—+00

oblique a la courbe (C¢) au voisinage de +oo

PROPRIETE
La droite d’équation y=ax+b est une asymptote a la courbe (C¢) au voisinage de oo si:

lim Lx):a et lim f(z)—ax =0

T—F00 T T—£00

EXERCICE

Soit f(z)=x+1—+2* -2z

1-déterminer Ds, calculer les limites aux bornes de Dy

2-étudier la dérivabilité de f a droite de (2) et a gauche de (0), et donner une interprétation
géométrique du résultat

3-étudier les variations de f

4- déterminer I'asymptote oblique de la courbe (Cf) au voisinage de —oo

5- étudier la position relative de I'asymptote oblique et la courbe (Cs), tracer (Cy)

6- soit g la restriction de f sur [2, +oq]

a- montrer que g admet une fonction réciproque

b- déterminer g*, tracer (C’g,1 )

4-2-BRANCHES PARABOLIQUES
4-2-1-DEFINITION

i-Si lim M

. = 0 , alors on dit que la courbe (Cf) admet une branche parabolique de
r—Foo

direction I'axe des abscisses au voisinage de o0

i-si lim 2
T—+o0

= #+00 , alors on dit que la courbe (C) admet une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées au voisinage de +oo

iii- si lim /@) =ga et lim f(x)—azx = too , alors on dit que la courbe (C¢) admet une

rz—Foo T—F00

branche parabolique de direction la droite y=ax au voisinage de +oo

4-2-2-EXEMPLE
1- f(z) = Jz
lim _f(m) = lim ﬂ = lim

1
r—+o0 r—+00 T—+00 éflf

=0
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3 2 1 0 1 2
3 fl@)= x4+

i L8 g e 14—
r—+400 T—+00 €T T—400 \/;

lim f(z)—x = lim vz = +o0

T—+00 T—+00
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4-4-3-EXERCICE
Soit f(z) =z +1—2+1
1- déterminer Df et calculer les limites aux bornes de Df

2- étudier la dérivabilité de f au point (-4), et donner une interprétation géométrique au
résultat
3- étudier les variations de f

4- étudier les branches infinies de la courbe (C) , tracer (C,)
. - ’ 15
5- Soit g une restriction de f sur I'intervalle [—E ,+oq]

a- montrer que g admet une fonction réciproque
b- déterminer g ', et tracer (C )
g

5- LA CONCAVITE DE LA COURBE-POINT D’INFLEXION

5-1-PROPRIETE
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle |, et xqgun élément de |

i- si (Vx € I) f"(x) >0 ,alors (C,) estconvexe sur|
ii- si (Vw € I) f"(z) <0 ,alors <0f> est concave sur |
iii-si f"(z,) =0 et f" change de signe au voisinage de =z, , alors A(mo,f(xo)) est un

point dinflexion de la courbe (C,)

X Xo

@) : 0o~

<Cf> m Z’?:’]r:;lcexion u

5-2-EXERCICE

Soit f(z) = ‘:c‘ \r® —1
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1-déterminer Ds, et étudier la parité de, calculer la limite de a +co
2- étudier la dérivabilité de f au point (1), et interpréter géométriquement le résultat
3-étudier les variations de f sur ]I, +o¢]

4- étudier la concavité de f sur |1, +od]

5- étudier le point d’intersection de (C,) et ladroite y =z si x est positif
6- étudier les branches infinies, et tracer (C)

7- Soit g la restriction de f sur [1, +-oq]
a-montrer que g admet une fonction réciproque

/
b- soit g~ la fonction réciproque de g, calculer (g’l) (\/5)

c-déterminer ¢ '(z) et tracer (C’g,l)

6-AXE DE SYMETRIE- CENTRE DE SYMETRIE
6-1-PROPRIETE

Soit f une fonction définie sur D, et (Cs) sa courbe dans un repére orthonormé (O, 7, j) .

a et b deux réels, ona
i- la droite x=a est un axe de symétrie de la courbe (Cs), si f(2a-x)=f(x)

ii- le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la courbe (Cy), si f(2a-x)=2b-f(x)

6-2-EXERCICE

Soit f(x) = TANT —4 2" —4
x

1- déterminer Ds et calculer les limites aux bornes de Ds

2- montrer que Q(O, 1) est un centre de symétrie de (Cf)

3-étudier les branches infinies

4- étudier la dérivabilité de f aux points (2) et (-2), et interpréter géométriquement le
résultat

5- étudier les variations de f

6- tracer (C,)
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EX1
1- Comparer % et «/g

2- résoudre dans R , I'équation
§/x+5 +§/a:+6 :3/23:+11
3-résoudre dans R l'inéquation

Y22 + ¥z —4>2
4- simplifier le nombre B tel que

B =431 +8 — 3421 -8

5- calculer les limites suivantes:
3

) ) Nz

71— lim

e
ji— lim L2 L1

2—0 sin z

iii — lim Yz +1— Yz +2
T—+00

EX2

X

x +

1- déterminer Ds

2- calculer les limites de f aux +oo
3-étudier les variations de f

4- déduire que f admet une fonction
réciproque définit sur J qu'il faut déterminer
5- résoudre I'équation suivante:

/! 1/"” =
E =X

EX3
Soit f une fonction définit sur R

fo)y=Y1—-2 ,2<0
1
f(x)_1+\/;’

1- montrer que f est continue au point 0

par:

x>0

2-calculer lim f(z) , lim f(z)
T—+00 T——00

3- calculer lim L) , et interpréter
T——00 €T
géométriguement le résultat
4- étudier la dérivabilité de f au point 0, puis

interpréter géométriguement le résultat

5-étudier les variations de f

6- soit h la restriction de fsur 7 = R™

i- montrer que h admet une fonction
réciproque h™ définit sur l'intervalle J qu'il

"1
faut déterminer, puis calculer (hfl) [E]

ii- déterminer la fonction h™ pour tout x de J
iii- tracer les courbes (C’) et (C )

I ht
dans un méme repére orthonormé
EX4

Soit f(x) =/2° — 3z +2
1- calculer f(1), puis déduire D¢
2-calculer lim f(x)
T—+00
3- étudier la dérivabilité de f aux points (1) et
(-2), puis donner l'interprétation

géomeétrique du résultat
4- calculer

f'(z) pour tout x € ]—2, 1[ U]l, +oo[
5- donner le tableau de variation de f
6- Soit g la restriction de f sur [1, —|—oo[
a- montrer que g admet une fonction

réciproque g™ définit sur un intervalle J qu'il
faut déterminer

/
b- calculer (g’l) (%/Z)
7- a-étudier les branches infinies de (Cy)
b-tracer (C,) et (C )
; g

EX5

Soit f(z) = Yz (%/:; . 1)

1- déterminer Dy

2- calculer lim f(z)
T—+00

3-étudier la dérivabilité de f au point 0, puis
déduire l'interprétation géométrique du
résultat
4-a- calculer f'(x)

b- donner le tableau de variation de f
5-a- étudier les branches infinies de (Cs)

b- tracer (C)
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