LE PRODUIT SCALAIRE

1-LE PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

1-1- DEFINITION

—_— _—

Soient u et v deux vecteurs non colinéaires telsque u = AB et v=AC ,Hestla

projection orthogonale du point C sur la droite (AB). Le produit scalaire de u et v estle

- -

nombre réel qu'on note u - v , et qui est définie par :

_— —

i- st AB et AH ontle mémesensalors u-v=ABxAH
ii-i- si AB et AH ont des sens opposésalors u-v=—ABx AH
etonécrit u-v=AB-AC =AB-AH

/LC . E\

A f—>B H A "8

1-2- EXEMPLE
Soit ABCD un carré de c6té 4 cm, et soit | le milieu du segment [BC]. Calculons les produits
scalaires suivants :

i- AB-AI = AB-AB = AB®> =16, carBestla
projection orthogonale de du point | sur la droite (AB)
ii- AB-BI = AB- BB =0, B est la projection
orthogonale de | sur (AB)

iii- AD-ID = AD-JD = ADxJD = 4x2 =8 ,0lJest D C
la projection orthogonale du point | sur la droite (AD)

1-3- L'EXPRESSION TROGONOMETRIQUE DU PRODUIT SCALAIRE
1-3-1- PROPRIETE

A B

L 4

R R —

Si u et v deuxvecteurs non nuls, telsque u = AB et v= AC , alorson a:

- -

U-v =

—

U

—|

A
X |lv||cos|u,v| et AB-AC = ABx AC X cos BAC

1-3-2- EXERCICE

- 2
1-Soit ABC un triangle telque AB=3, AC =4 et BAC = ?ﬂ , calculer le produit

scalaire EA—C'
2- Soit EFG un triangle tel que EF =5 , EG =3 ¢t EF-EG = —8 , calculer cos FEG

1-4-REGLE DE CALCUL
1-4-1- PROPRIETE

— -

Soient v , v et w trois vecteurs,et k€ R ,ona:
U-UV=7v7"U
U

UVt Ww =urvturw
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— — — — - -

iii- ku -v=u- kv =k u-v

2 —2
et Nu =

- - —2

iv- u-u=u =

—

U

—

U

—

Z= U

a5 52 ) o o o2

v- u+v =u +2u-v+vo

— - 2 —2 - - —2

vVie u—v =u —2u-v—+v

— — — — -2 —2

vi- u+v-u—v =u —v

- —

viii- si uw et v sontorthogonaux, alors u-v =0 ,etonécrit u L v

1-4-2-EXERCICE

- -

1- Soient u et v deux vecteurstels que: u-v = —3 et

—

U

—|

=2, |[v]|=5, calculer

- 2 - — 2

du—v w30 ,[%u—k%][%u—m}], 3u—20 et w42

- 2
2- Soit ABC un triangletelque AC =3, AB=1et CAB = ?ﬂ , et soit | le milieu du

segment [AB]

—_— —

a- calculer le produit scalaire AB- AC
— 1—== -— 44— 1
b- soit E un point tel que BE = g BC , montrer que AE = EAB + EAC

c-calculer AB- AFE ,etmontrerque AB 1 IE

2- RELATION METRIQUE DANS UN TRIANGLE
2-1- PROPRIETE

2

B —

- —2 _ —2
Soit ABC un triangle,ona: AB-AC = % AB +AC —BC

Démonstration

—2

ona ITC:A—C;—E , donc BC = R—E 2 :RQ +E2 —ZE-A—C"

2-2- EXERCICE

1- Soit EFG un triangle telque FG =3 , EG =1 et EF = \/E , calculer ﬁ . Rj et
montrer que (EG) L (FQG)

2- soit ABC un triangle tel que E . A_C; =-3,AB= 2\/5 et AC =1, calculer BC et
BA-BC

2-3- THEOREME DE KACHI

2-3-1- PROPRIETE
Soit ABC un triangle , on a:
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i— BC®>=AB>+ AC?>—-2xABXAC xcos BAC

it — AB® = CB* + CA®

—2xCBxCAxcos ACB

iii — AC* = BA> + BC? —2x BAx BC x cos ABC

Démonstration: on utilise BC = AC — AB

2-3-2- EXERCICE

Soit EFG un triangle tel que FEG = Z , BEG = 5\/5 et EF =7, calculer

FG et cos EGF
2-4-RELATION METRIQUE

2

—_—2

DANS UN TRIANGLE RECTANGLE

2-4-1- PROPRIETE

—2
et BC = BC?

Soit ABC un triangle, A' le milieu du segment [BC] et H la projection orthogonale de A sur

(BC). ABC est triangle rectangle en A, s'il vérifie I'une des propriétés suivantes:

i- AB* 4+ AC* = BC*

i AA = % « BC

ii- BA*> = BH x BC
CA* = CH x BC

iv- AH> = HBx HC

Démonstration :

Pour démontrer

A

-(i) on utilise B—(j = A—C; — E

1—» B —

-(ii) on utilise H = 5 AB+ AC

—2 R — R E— —2 e —_ —_—
-(iii) on utilise BA = BA- BC+CA et CA =CA- CB+ BA

_— s — —

—2
-(iv) onutilise AH = AB+BH - AC+CH

2-4-2-EXERCICE

Soit ABC un triangle rectangle en A, H est la projection orthogonale de A sur (BC) tel que

AH =2 et ABC = g calculer AB, AC, BC, BH et CH

2-5-THEOREME DE LA MEDIANE

2-5-1- PROPRIETE

Soient A et B deux points du plan, | le milieu du segment [AB], et M un point du plan, on a:

—_— — 2 —2
i- MA-MB = MI —iAB

—2 —2 _—
ii- MA —MB =2IM-AB

—2 —2 _
ii- MA +MB =2MI

2 1—»2

+—-AB
2

démonstration: on a m = Mj +f4 et ﬁ = ﬁ —}—Eé ,
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2 2 2

2 R — e —_ _ —
+MB = MI+1IA + MI+IB

MA

2

2 —2 E—

e —2 _ — D — RN
Donc =Ml +IA +2MI-IA+ MI + 1B +2MI-IB

—2 _— = — —2 —2
=2MI +2MI- IA+1IB +1A +1IB

2 2

RN RN — —2 — AB —2 —2 —2
Puisque IA+IB=0 et [IA =IB = 1 ,alors MA + MB =2MI

1 —2
+—AB

2
2-5-2-EXERCICE
Soit EFG un triangle telque F'G =5, EG =1 ,EF = 45 , et soit J le milieu du segment

[FG], K est la projection orthogonale de G sur (EF), calculer EJ , GE-GF et KJ

3- SURFACE D'UN TRIANGLE
3-1- PROPRIETE
Soit ABC un triangle et S sa surface, on a:

S:%ABXAstinA:%BAxBstinB:%CAXCBxsinC’ A

S:%BCXAH:%BCXOAxsinC’:%BCxBAxsinB

Parce que AH = CAxsinC = BAxsin B B

3-2-EXERCICE
. . ~ e
1- soit ABC un triangle tel que BC = 5\/5 , AB=AC et B = e calculer la surface du

triangle ABC

2- calculer la surface du parallélogramme EFGH tel que
- 2

EF =5, FG=T et EFG :?”

4- RELATION ENTRE LES SINUS DES ANGLES D'UN TRIANGLE

4-1- PROPRIETE

Soit ABC un triangle ,onpose AB=c¢, AC =b et BC =a ,etSsasurface,on a:

A A N

25  sin(A)  sin(B)  sin(C)
abe a b c
C
B a
4-2-EXERCICE

Soit ABC un triangle tel que: A= % , B= % et AC =4

1- calculer AB et BC
2- calculer la surface du triangle ABC
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